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Matrices de distancia

Sea G una grafica conexa con n vertices.

La distancia dg(u, v) entre los vertices u'y v es el nimero de aristas
en un camino minimo entre u y v.

La matriz de distancia D(G) de G es la matriz n X n cuya entrada
(u, v) es la distancia dg(u, v) entre los vertices u and v.
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Ideales distancia

Sea G una gréfica con vértices V(G) = {w, ..., v,—1}. Las variables
X6 = {x0,...,%n—1} son variables asociadas a V(G).
Definimos la matriz Dx(G) = diag(xo, - - -, xn—1) + D(G).

o 1 1 2 1 2

1 x 2 1 1 2

1 2 e 1 201
Dx(G)=1, 1 7 x3 2 1
1 1 2 2 x 1

2 2 1 1 1 x5
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Ideales distancia

Sea Z[Xg] el anillo de polinomios en las variables Xg con coeficientes
enZ .

Denotemos por menores,(Dx(G)) al conjunto de determinantes de
las submatrices de tamafio k x k de Dx(G).

Para 1 < k < n, el k-esimo ideal distancia es el ideal
(menores,(Dx(G))). Y lo denotaremos por /(G).

Decimos que un ideal es trivial si es igual a (1) (= Z[Xg]).

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales de distancia 4 /20



Ideales distancia

xx 2 1 1 1 2

2 xq 2 1 1 1

1 2 % 2 1 1
Dx(G) = 1 1 2 x5 2 1
1 1 1 2 x 2

2 1 1 1 2 x

El primer ideal es generado por las entradas de la matriz Dx(G)

Una base de Grobner para I4(G) estd generada por los siguientes
polinomios:

Xo+x3—T,x1+ x4 —T,x0+ X5 — 7,x3x4 — 2x3 — 2x4 + 7,
x3x5 — bxz — 2x5 + 7,3x3 — 3X5, XaX5 — 2X4 — 2X5 + 7,
3xq4 + 3x5 — 21,3x¢ — 21x5 + 21

Note que /,(G) = (det(Dx(G))).
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Variedades de los ideales distancia
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Variedades de los ideales distancia

Consideremos la grafica completa K3 con 3 vertices.
® /i(K3) = (1), por lo que V(h(K3)) =0
e 12(K3) = <Xo —1.x— 1, — 1>, asi V(IQ(K3,) = {(1, 1, 1)}

° I3(K3) e <XOX1X2 —Xp— X1 — X2 — 2>

Figura: Vista parcial de V(5(K3)) en R3.
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Aldunas propiedades de los Ideales distancia

Se tiene que
Por lo que

V(1)) € V(h(G,X)) € -+ C V(I(G, X)) € V((0)):

Las variedades de los ideales de distancia generalizan el espectro de
las matrices de distancia. )

Sean G y H dos grdficas de n vértices. Entonces, G y H son isomorfas
si y sélo si existe una permutacion o de V(H) tal que I,(G) = I,(cH).
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Ideales distancia de subgraficas inducidas

Los ideales de distancia NO se comportan bien al tomar subgraficas
inducidas.

0121

10122

D(G)=12 1 0 1 2

22101

12210

0 01 2 [3]
o 101 2
DE)=15 1 0 1

O—0O 32 10
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Ideales distancia de subgraficas inducidas

Py y cualquier grafica que contenga P,y como subgrdfica inducida
tiene segundo ideal distancia trivial.

Prueba. Sea P, = @ @ @ . Considere G una grafica

que contiene a P4 como subgréfica inducida. La tnica manera de
reducir la distancia entre cualesquiera dos vértices, de P4 en G, es que
G tenga un vértice u adyacente a v; y v4. Supongamos que es asi.
Entonces Dx(G) contiene la siguiente submatriz

x 1 2 2 1
[1] % [1] 2
M = Dx(G)[V(Pa) U{u}; V(Pa) U{u}] = | 2 1 x3 1 b
2] 2 [1] x 1
1 a b 1 Xy
Como det(M[{va, va}; {v1, v3}]) = —1, entonces hL(G) = (1).
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Ideales distancia de subgraficas inducidas

Es decir, P4 es prohibida para las graficas con un dnico ideal
distancia trivial.

i Podemos caracterizar las gréficas con 1 ideal distancia trivial?
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Graficas con un ideal de distancia trivial

Para G una grafica simple conexa los siguientes son equivalentes:
@ G tiene solo 1 ideal distancia trivial sobre 7,[X].
@ G es { Py, paw, diamond}-libre.

© G es una subgrdfica inducida de K, , 0 Kj,.

Poo o

paw diamond

Para G una grdfica simple conexa los siguientes son equivalentes:
@ G tiene solo 1 ideal distancia trivial sobre R[X].
@ G es {Py4, paw,diamond, C4 }-libre.
© G es una subgrafica inducida de K1, o K.
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Graficas con dos ideales de distancia triviales
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Familia F de 16 gr

Las gréficas con a lo mds 2 ideales distancia triviales sobre Z[X] son
F-libres y libres de los ciclos de longitud impar mayores o iguales a 7.

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales de distancia 13 /20



Graficas de distancia hereditaria
Una gréfica es de distancia hereditaria si para cada subgréfica inducida
H de G, y cada par de vértices u,v € V(H), dy(u,v) = dg(u, v).

Ed Howorka

Las gréficas de distancia hereditaria:
e fueron introducidas por Howorka en 1977.

® se caracterizan por ser graficas que no tienen una casa, un
domino, una gema o un ciclo de longitud de 5 o mayor.

7 W P

casa gema domino
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Graficas perfectas

Propiedades de las graficas de distancia hereditaria:

® son graficas perfectas, es decir, el nimero cromatico de cada
subgrafica inducida es igual al tamafio del mayor clique de ese
subgrafica.

Una grafica G es perfecta si y sélo si G y G no contienen un ciclo
inducido de longitud impar mayor o igual a 5.
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Arboles

Hou Woo

Yaoping Hou y Ching Wah Woo demostraron que la SNF de la matriz
de distancia de los arboles tienen exactamente 2 factores invariantes
iguales a 1.
Por lo que

arboles C {F, odd-holes7 }-libres.

i Cudl sera la clasificacion de las graficas con a lo mas 2 ideales de
distancia triviales?
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Resultado principal

Para G una grdfica simple conexa los siguientes son equivalentes:
@ G tiene a lo mds 2 ideal distancia trivial sobre Z[X].
@ G es {F,odd-holesy }-libre.
© G es una de las siguientes graficas:
I) C5r
i) una grdfica bipartita conexa,
ill) una gréfica tripartita completa,
) Kn—p+1,1,...,1 donde p es el nimero de particiones,
) una subgrdfica inducida de

Fonb (oK)

vi) o una subgrdfica inducida de

(k)
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Otras consecuencias

Ron Graham Laszlé Lovasz Henry O. Pollak

Hou y Woo extendieron la celebrada formula de Graham, Lovész y

Pollak
det(D(Tpy1)) = (—1)"n2" L,

para cualquier drbol T, de n+ 1 vértices, demostrando que

SNF(D(Tn+1)) =lb®d2,_2d (2n).

Los 3-menores de la matriz de distancia de cualquier grafica bipartita
conexa son numeros pares.
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